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RESUMEN 
Un acelerómetro, como captador de vibraciones, fué colocado 
en dos posiciones estratégicas de la linea de transmisión 
de potencia por el toma "de fuerza del tractor, con el fin 
de registrar las vibraciones en las tres direcciones oca­
sionados por cambio del ángulo de la junta cardánicu desde 
una posición cero ( junta cardánica horizontal) hasta una 
posición de 6°con respecto a la horizontal. De los an§li­
sis de los es~ectros de frecuencia de la se~al registrada, 
se nota la existencia de una frecuencia de excitación de 
18 Hz, correspondiente a la ju~ta cardánica. 
Las magnitudes de los picos en los espectros de frecuencia 
fueron altamente significativos cuando la junta cardánica 
operó en ángulo. 
INTRODUCCION 
En el campo se encuentran combinaciones tractor-implemente 
accionado por el toma de fuerza del tractor, que no son com­
patibles desde el punto de vista del comportamiento dinámi­
co de la carga torsional transmitida. 
Las experiencias que se tienen con otras aplicaciones de 1í­
neas de transmisión no son las sufici2ntes por las condicio­
nes particulares en que trabajan las líneas de transmisión 
agrícolas. En el campo, los elementos de transmisión de po­
tencia, tanto del tractor como del implemento, están expues­
tos a fluctuaciones y fallas por resonancia o fatiga debido 
a la variabilidad de las propiedades del suelo que resultan 
de su grado de compactación, textura, condición estructural, 
contenido de humedad y fundamentalmente la preser.cia de obs­
táculos tales como piedras, r a íces y residuos de cosecha. 
Otra dificultad es que el implemento debe operar con diver­
sos tipos de tractores, cada uno con diferentes caracterís­
ticas de transmisión, lo que conlleva a una variación de las 
frecuencias naturales del conjunto, al pasar de un tractor 
pa ra otro. 
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Es natural que las máquinas vibren y hagan ruidos. Hasta 
las máquinas en el mejor estado operacional posible presen­
tarán alguna vibración; por lo tanto, cada máquina tendrá 
un nivel de vibración y ruido que puede considerarse normal 
o inherente. 
Cuando l~ vibración que produce la . linea de transmisi6n de 
potencia aumenta o llega a ser excesiva, lo m~s probable es 
que se deba a algún defecto mecánico o a cambios o alteracio­
nes en el funcionamiento normal de los elementos mecánicos. 
Siendo asi, se generan vibraciones y ruidos propios lo que 
hace posible identificar un problema de modo positivo mera­
mente midiendo y tomando registro de sus vibraciones carac­
teristicas. 
Es por lo tanto de suma importancia conocer el comportamien­
to vibracional de la junta cardánica, como elemento primor­
dial en la linea de transmisión de potencia tractor-imple­
mento accionado por el toma de fuerza, toda vez que el con­
junto en el campo debe trabajar en las m§s variables condi­
ciones de operación. 
Dos fueron los objetivos del presente trabajo 
La revisión de las ecuaciones que gobiernan el movimiento 
de una junta universal tipo cardan cuando opera en ángulo. 
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La medida y el an á lisis de la vibración en tres direccio­
nes de una junta cardánica operando en ángulo, identifican­
do las frecuencias predominantes en la se~al registrada ( ro ­
t ac i ón es t §t i ca ). 
2. REVISION DE LITERATURA 
Hansen ( 10 ) en 1952, fué uno de los primeros investigado­
res que estudió la dinámica torsional de la línea de trans­
misión tractor máquina, con la finalidad de explicar los al­
tos picos de torque presentes en varias máquinas. El encon­
tró que picos de torque por encima de dos veces el torque 
de operación medio, ocurren cuando se da el arranque o debi­
do al bloqueo durante el trabajo en condiciones de sobre­
carga. Su estudio del conjunto tractor-máquina, muestra que 
los daños o fallas pueden ser clasificados en cinco tipos: 
Daños resultantes de la operación con la máquina impro­
piamente enganchadas al tractor. 
Daños debidos a la insuficiencia telescópica de la junta 
cardánica o al ángulo cerrado que la junta alcanza cuando 
se hace un giro. 
Fallas debidas a ios esfuerzos laterales aplicados a el 
toma de fuerza ( TDF ) por correas en V o transmisiones por 
• 
cadenas acopladas directamente a el TDF. 
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Fdllas por fatiga debida s a las cargas torsionales 
fluctuantes encontradas en relativamente a ltas frecuencias. 
Fallas debidas a las cargas de choque de una magnitud 
que excede la resistencia estática del mecanismo. 
Howard ( 13 ), encontró que en coh d iciones de trabajo nor­
mal, la relación torque máx;mo/torque medio para un arado 
rotativo fu§ tipicamente de 1,8, pero en condiciones diff­
e i 1e s p o d ¡' i a 1 1 e g a r a 3; con c 1 uy e e 1 a u t o t' qUe los P i c o s d e 
torque fueron influenciados por los mismos factores cita­
dos por Hansen ( 10 ). 
t!{ ~'lazziotti ( 14) en 19GO, Schvlerdlin y Eschlernan ( 19) en 
1980, analizaron las posibles fuente s de excitación tor s io­
nJl que producen frecuencias forzadas y condiciones de re­
sonancia dentro de la 1 ~nea de transmisión de potencia. Con­
cluyeron que un acoplamiento flexible, debidamente seleccio­
nado, reduce muchos problemas asociados con la vibración. 
En la misma forma Hilton y Chestney ( 12 ), constataron a 
través del espectro de frec:uencias, qu e la inclusión de un 
acoplamiento elástico en la linea de transmisión de un ara­
do rotativo accionado por el toma de fuerza del tractor, 
reduce la importancia de ciertas frecuencias atenuando las 
amplitudes a niveles inferiores. 
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Beeny y Greig ( 1 ), midieron la eficiencia de la línea 
de transmisión de un arado rotocultor y estudiaron el efec­
to de las juntas Hooke dentro del conjunto tractor-imple­
mento. Encontraron fluctuaciones del torque de 40% a 160% 
de la media, cuando el ángulo de la junta era mayor de 15 
grados. 
Cro11a ( 5 ), encontró que las juntas Hooke operando en 
ángulo, introducen fluctuaciones del torque en la 1 ínea de 
transmisión en una frecuencia de dos veces la rotación del 
eje. Si esta frecuencia coincide con una frecuencia natural 
del conjunto tractor-imple~ento, entonces una grande ampli­
tud de fluctuación del torque podria ser esperada en aque­
lla frecuencia ( 11,20 . ). Burkha1ter y Mazziotti ( 4 ), 
muestran que las características de rotación no uniforme 
de las . juntas tipo cardán,producen fluctuaciones en el tor­
que, resultando en excitaciones torsiona1es e inerciales 
sobre el eje propulsor y sobre los soportes de los ejes. 
Reimer ( 18 ), encontró que una excesiva presión puede ser 
aplicada sobre el toma de fuerza del tractor o sobre la 
caja de engranajes de la maqulna accionada, si el coefi­
ciente de fricción entre las partes deslizantes del cardán 
es muy alto. particularmente cuando altos torques están 
siendo transmitidos. Asi mismo, el eje telescópico ocasio­
na problemas en la medida que los niveles de potencia trans­
mitidos incrementan. 
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~10rTel ( 15 ), describe el desarrollo histórico del toma 
de fuerza de los tractores agrícolas, incluyendo las reco­
mendaciones y padronizaciones ASAE, y muestra la tendencia 
hoy en día para estudiar los ángulos desiguales de las jun­
tas cardánicas, especialmente cuando se hacen giros cerra­
dos. Esa desigualdad causa vibración torsional, particular­
mente si hay fuerzas axiales sobre la línea de transmisión 
( 7 ). 
Crolla y Chestney ( 6 ) hicieron un estudio de las carac­
terísticas de torque de varias máquinas acopladas a el to­
ma d e f u e r z a del t r a c t o r. eo n c 1u y e ron q u e e 1 1 i m ita d o r d e 
torque ~ecomendado por el fabricante no está lo suficiente­
mente dimensionado para limitar los picos de torque en con­
diciones severas de ooeración. Encontraron además qu e algu­
nas de las fluctuaciones del torque fueron debidas a la exci­
tación en frecuencia resonantes de la transmisión. Una solu­
ción al problema sería la construcción más robusta de la 
transmisión para que resista los altos picos, cuando el d~­
sempe~o del limitador de torque no fuere s atisfactorio (9). 
La amplitud de la vibración puede ser medida en términos 
de desplazamiento, velocidad o aceleración. Sea cual fuere 
el tipo de instrumento de que se valga para medir la vibra­
ción, el centro del sistema de medición es el captador de 
vibraciones o transductor 11 el cual convierte la vibra­11 
ción mecánica en señal eléctrica ( 8 ). 
d 
Bendat, Broch, Newland y Randall ( 2,3,16,17 ) descri~en 
muy ampl iamente las técnicas usadas para el análisis y es­
tudio de las vibraciones en el presente trabajo. 
3. MATERIALES Y METODOS 
3.1 MATERIALES Y EQUIPOS. 
3.1.1 Tractor. 
Fué utilizado el t\'élctor Ford Major 4.000 que posee el Labo­
ratorio de Mecanización Agricola de la Facultad de Agrono~ 
mia, con las siguientes caracter~sticas : tipo diesel, tres 
cilindros, velocidad de ralenti entre 600-650 revolucion~s 
por minuto, doble gama de ocho velocidades en su transmisión, 
velocidad del motor correspondiente a un0. velocidaci del to­
ma de fuerza de 540!10 r.p.m de 1.dOO r.p.m, QaXlma poten­
c i a e n "1a b él r t' a de t i r o de 4 2 , 1 5 H P il. U n a ve 1ocid a d d e '+, 1 4 
millas/h en quinta velocidad, máxima potencia del toma de 
fuerza a 2.200 r.p.m de 46,7 HP Y m~xima potencia del toma 
de fuerza a 540 r.p.m de 41,75 HP. 
3.1.2 Cortadora de maleza Apolo G-6GLF. 
De enganche de tres puntos, accionada por el toma de fuerzJ 
( P.T.O. ) del tractor, caja de engranajes con piñones có­
nicos fvliter de 15 dient.::s, potencia req:Jerida en e1 toma de 
fuerza del tractor entre 40-50 HP, velocidad en el toma de 
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fuerza del tractor de 540 r.p.JT1 y un peso total de 430 kg. 
3.1.3 Junta Universal Tipo Cardan. 
Para ser acoplada entre el TDF y la caja de engranajes de 
la cortadora de maleza. 
3.1.4 Aceleró~etro G & K tipo 4370, con las siguientes 
caracteristicas : 
Sensibil idad de carga: 99,1 pC/g 

Sensibilidad de refer encia: 50 Hz a 24°C 

Frecuencia de resonancia montado : 18 KHz 

Peso de 54,3 g. 

3.1.5 Filtro de banda sintonizable tipo 1621, con las si­
guientes caracteristicas : 
Frecuencia de paso sintonizable. 

Rango de frecuencia O,2 Hz il 20 KHz en ::> ~.lIbrangos. 

Anchos de banda elegibles 3% ó 23% 

Se~al de sincronización para indicador de nivel 230ti. 

Alimentación el§ctrica DC externa o bateria interna. 

3.1.6 Medidor de vibraciones tipo 2511, con las siguien tLs 
especificaciones : 
1í. 
el "Rango de frecuencias de v . .) Hz a 15 KHz 

Ra ngo dinámico 

con 3 ~I de Khz
40 dB 'o ancho de banda entre 0,2 y 6 KHz 
3 01 35 d8 Rt·¡S con de ancho eje banda entre 6 KHz y 20 KHz 
40 dB Ri.¡lS con 23 % de ancho de banda entre 0.2 KHz y 20 
KHz 
Temperatura de operación entre 10 C C y 50 c C 
Humedad relativa de operaci6n entre O y 90% 
Alimentación eléctrica exterior de 4V, 12V o 14V. 
Peso de 2,2 kg. 
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3.1.7 Graficador portátil 8 & K tipo 230G, con las siguien­
tes características: 
Registrador en dos rangos dinámicos de AC y DC logarít­
mica 
Rango de frecuencia de 1.6 Hz a 20 KHz. 
Detección Rf'1S 
8 velocidades estables para el papel 
4 velocidades estable s de escritura 
Operación con pilus o baterías. 
3.1.8 Accesorios. 
o Baterías QB 0004 

7 Cordo~es DIN JP 070 3 

1 2 
2 Cordones BNC JP 003 5 
Cab1e AQ 0035 para sincronización 230G 
Cargador de baterías 7G 0113 
Alimentador eléctrico tipo 230d 
3 • 2 r,¡ E T O O O S 
Lo s e n s a y o s f u e (' o n r ea 1 iza d o s e n e1 L a b o r a t o r i o d e ¡t: e él ni ­
zación Agrícola ads c ri t o al Depat'tanJénto de Tecnolo g ía 
Agropecuaria de la Facultad de Agronomía de la Univ ersid ad 
Nacional, el día 24 dI: enero de l año en cur so. 
La c o t' t d .j o r ' a el e 1-;'"1 a 1 e l a f l! é a c o p 1 a d a a lo s t r e s p IJ n t o s d e 
engan c he de l tractor y l a junt a car da n in c luída entr e e l 
eje de tran sm isión de po te ncia del tractor y el lmpl e m ~n to. 
Una vez ajustados, ca librados y sincronizado s lo s eq uip os 
de medida de la vibración, conforme a su s manuale s de ins­
trucciones, se estableció una cadena de instrumen t ación 
típica para la medida y análi s is de l a vibra c ión, ta l cumo 
aparece e n la Fi gura 1. 
Pa ra to¿os J os e n s a yos fu~ utili zado un ancho e ba nda en 
e l f iltro de banda pasant e de 23 %. 
J 
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FIGURA 1. Arreglo para el análisis semi··automático de la vibración. 
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Para poder llevar a cabo el an&lisis, lo Gnico que se requie­
re es que se pueda nledir alguna caracteristica en la linea 
de transmisi6n de potencia que revele realmente cambios en 
su funcionamiento. La caracteristica que comparten los meca­
nismos y por ende todas las máquinas que si refleja su estu­
dio mecánico por alteración de un parámetro de funcionamien­
to, es la vibraci6n. El aceler6metro por su relativo tama-
Ho y peso fu~ el captador usado ya que se tenian espacios 
fisicos limitados para m~dir la vibraci6n, además de que 
permite ser colocado en cualquier posi~i6n u orientaci6n 
sin afectar la operaciór. 
Fueron utilizadas dos posiciones para el aceler6metro en 
la linea de transmisi6ri por el toma de fuerza del tractor. 
la posici6n 1, fu~ localizada encima de la salida del eje 
del TDF y la posición 2 encima de la caja de engranajes de 
la cortadora de malezas, procurando siempre que el aceler6­
metro quedará bien fijo, tal como recomienda la literatura 
para este tipo de mediciones. 
Se registraron en cada punto de apoyo tres lecturas, corres­
pondientes a las direcciones horizontal, vertical y axial, 
mientras el cardan permanecia horizontal. Después se vari6 
el ángulo de la junta cardánica con respecto a la horizontal 
para 6 ° y se registraron lecturas en las dos posiciones 
enunciadas anteriormente ( vease Figura 1 ). 
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eoIn o s e t t' a t a d e c o m par a r los d a t o s qu e s e ob t i e n e n c u a n d o 
el cardan trabaja en posición horizontal ( que se considera 
como caracteristica normal de operación del conjunto trac­
tor-implemento ) y cuando trabaja operando a un ángulo de 
6 0 con respecto a la horizontal, el método de análisis de 
las frecuencias predo~inantes en los diferentes espectros 
de fre ~uencia, permite la comparación por frecuencias en ba­
se a las velocidades rotacionales de los componentes de la 
linea de transmisión de potencia. 
Existen varios métodos para obtener informaci6n de la vibra­
ción : análisis semiautomático, automático y análisis de 
tiempo real. Por la disponibilidad de equipos fué escogido 
el análisis sell1iautomático cuyo arreglo aparece en la Figura 
1. 
F~ª fijada una velocidad e~ el motor del tractor de 1.800 
revoluciones por minuto que corresponde a una velocidad 
en el toma de fuerza de 540! 10 rpm y que se procuró mante­
ner constante durante los diferentes ensayos. 
Como podrá observarse en los espectros de frecuencia, fué 
usada una gama de frecuencias entre 2 y 2.000 Hz, pues se 
consideró que por encima del Gltimo valor se podrian encon­
trar valores de frecuencias que escapan al análisis propues­
to. 
4. RESULTADOS 
4.1 Ecuaciones del movimiento de una junta cardánica. 
En el Anexo 1 aparece la demostración de las ecuaciones que 
pueden ser usadas para resolver problemas sobre juntas car­
dánicas. Cuando el ángulo de la junta ( ~ ) es pequeRo, pue­
den ser usadas las siguientes ~cuaciones : 
( V§ase simbologia empleada en el Anexo 1 ) 
A = 1/2 l-cos f}. ) 
Ó A = -C.?- f!., .Y ~ en radianes 
"4 
- A sen 2{?>~l= 
W1 = H - 2 AH cos 2(3 

all 
2 

= 4 A W sen 2~ 

~1 máx = 4 A H2 

4.2 Espectros de frecuencia. 
Las fiquras 2 a 13, muestran los espectros de frecuencia 
obtenidos para los diferentes ensayos que fueron numerados 
de 1 a 12. 
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FIGURA 2. Espectro de frecuencias para el ensayo 1, vibración vertical para la posición 
1 del acelerómetro. 
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FIGURA 4. Espectro de frecuencias para el ensayo 3. Vibración horizontal par~ la posi­
ci6n 1 del acelerómetro. 
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FIGURA 5. 	 Espectro de frecuencias para el ensayo 4. Vibraci6n vertical para la posi­
ción 2 del acelerómetro. 
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FIGURA 6. 	 Es~ectro de frecuencias para el ensayo 5. Vibración axial para la posición 
2 del acelerómetro. 
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FIGURA 7. Espectro de frecuencias para el ensayo G. Vibración hor oizontal para la posi­
ción 2. del acelerómetro. 
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FIGURA 8. 	 Espectro de frecuencias para el ensayo 7. Vibración vertical para la posición 
1 del acelerómetro. 
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FIGURA 9. 	 Espectro de frecuencias para el ensayo 8. Vibraci6n axial para la posici6n 
1 del aceler6metro. 
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FIGURA 10. Espectro de frecuencias para el ensayo 9. Vibración horizontal para la 
posición 1 del acelerómetro . 
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FIGURA 11. Espectro de frecuencias para el ensayo la. Vibraci6n vertical oara la oosi­
ción 2 del aceler6metro. 
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Esoectro de frecuencias cara el ensayo 11, Vibración axial cara la oosiciónFIGURA 12. 
2 del ace l erómetro. 
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FIGURA 13. 	 Esoectro de frecuencias cara el enS3VO 12.Vibración horizontal para la posi­
c~6n 2 del aceler6metro. 
29 
Las frecuencias correspondientes a los pri ncipales picos 
de las curvas de los espectros de frecuencia para los dife­
rentes ensayos, son indicados en la Tabla l. 
TABLA 1. 	 Frecuencias de los principales picos en los di­
ferentes ensayos. 
Ensayo 	 Fre.cuencia en Hz 
1 110-150-240-580-750-900 
2 150-290-900-1080 
3 120-290-900 
4 95-300-450-600-900-1560 
5 140-160-190-220-250-800-900 
6 190-300-350-450 
7 18-30-50-5U-140-280-405-680-810-900-1100 
8 9,5-18-30-45-150-280-680 
9 4,5-9:5-18-30-50-60-125-280-400-700 - 900 
10 9,5-30-45-60-90-110-150-190-210-340-800 
11 18-45-110-140-150-180-210-900 
12 21-34-210·-400-490-520 
5, DISCUSION 
Los gráficos de los espectros de frecuencia de las Figuras 
2 a 7, muestran que no existen picos en frecuencias infe­
riores a 95 Hz. Esto indica que mientras la junta card5nica 
opere horizontalmente, en bajas frecuencias ( 0-95 .Iz 1 no 
se presentan fuerzas excitadoras en la linea de transmisión 
de potencia. Además, las amplitudes de la vibración para 
esa misma situación ( ángulo de la junta = O ), en Ull rango 
de frecuencias de O a 2000 Hz , son relativamente bajas, en 
compa~ación con las anlplitudes de oscilación cuando la jun­
ta card~nica trabaja a 62 , como es el caso que se presenta 
en las Figuras de 8 J 13. 
La frecuencia de 18 Hz, cuando la junta cardánica trabaja en 
• ángulo, proviene de las aceleraciones angulares que la junta 
card§nica introduc en el eje de la lfnea de transmisiGn de 
potencia ( 5,6 l. Esto es, por cada vuelta del eje acciona­
dor con velocidad de rotaci6n constante ( 540~ 10 rpm ), ' ocu­
rren dos caffibios de la se~al en la aceleraci6n angular , del 
eje accionado, que introducen asf una frecuencia de : 
~1 
540 rpmf = ) x 2 = 18 Hz 60 s/min 
Ante la imposib i lidad de mantener constante la velocidad 
de rotación del toma de fuerza del tractor, la frecuencia 
de 18 Hz generada por la junta cardánica cuando trabaja en 
ángulo, puede ser desplazada a otro valor como en el caso 
del ensayo 12 ( Figura 13 ), cuyo valor alcanzó 21 Hz. 
La frecuencia natural es un parámetro que no depende de la 
velocidad de rotación ( 11;20 ). Teniendo en cuenta la va~ 
riabilid¿d de la velocidad de el toma de fuerza ( 540 + 10 
rpm ), se podría afirmar que la frecuencia de 900 Hz que 
aparece en los espectros de frecuencia corresponde a una de 
las frecuencias naturales del sistema o sea del conjunto 
tractor-implemento. 
Este valor de 900 Hz permaneció estable en los gráficos de 
los espectros de frecuencia sin depender de la variabilidad 
en la rotación del eje. 
De acuerdo a Fox (8), la excitación generada por un piñón 
cónico defectuoso de la caja de engranajes de el implemento, 
se calcula corno: nGmero de dientes por la velocidad de rota­
ción del engranaje, o sea: 
540 rpm 
x 15 dientes = 135 Hz 
60 s/min 
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Valor este que no es representativo dentro de los prln~ 
cipales picos en los diferent e s ensayos. 
6. CONCLUSIONES 
Las conclusiones más importantes del presente trabajo son: 
- Las magnitudes de los picos en los espectros de frecuen­
cia cuando la junta cardánica trabaja en ángulo ~ son noto­
riamente mayores que cuando trabaja en posición horizontal. 
Esto muestra que los e l ementos de la linea de tr~nsmisi6n 
son susceptibles a da~os o fallas~ m&s si se tiene en cuen­
ta que no existe ningún dispositivo de seguridad entt 'e trac­
to r- i nlp 1En~ento. 
Se hace necesario reducir en lo posible el 5ngulo de la 
junta. cardánica~ para si conseguir una disminución del pico 
espectral de 18 Hz y consecuentemente evitar los efectos 
de fatiga asociados con este fen6meno. 
Es recomendable~ desde el punto de vista de minlmi zar 
las amplitudes de la vibración que las frecuencias natura­
les de la linea de transmisión no estén en el rango de fre­
cuencias prevenientes de la junta card&nica o alguna otra 
fuente de excitación en el sist2~a. 
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ANEXO l. Ecuaciones del movimiento de una junta cardánica. 
Simbología usada 
W = 	Velocidad del miembro accionador ( asumida uniforme en 
el análisis ). 
Velocidad angular del miembro accionado.w1 = 
-f)--= Angulo de 1a junta. 
r= Angulo de rotación del miembro accior¡ador desde 1a po­
sición donde este es normal al plano del ángulo de 1a 
junta. 
@l= Angulo de rotación del miembro accionado en el plano 
del ángulo de la junta. 
T = Torque de entrada a la junta cardánica( asumido uni­
forme en el anál isis ). 
T = Torque de salida de 1a j unta.1 
e = Pa r secundario ( bin5rio ) sobre el miembro accionac!or. 
e1= Pa r secundario ( binário sobre el miembro accionado. 
o<. = A c e 1e r a ció n a n g u 1a r del m-¡ e m b r o a c c ion a d o r ( a s umida 
c e ro e n e 1 a n á1 i s i s ). 
d1= Aceleración angular del mie~bro accionado. 
A = Am p 1 i tu d del a vi b r a ció n t o r s i o 11 al. 
La Figura 14, muestra la relación angular básica de una jun­
ta cardánica operando en 5ngulo. De acu e r~o con la fórmula 
del triángulo r e ctángulo, de la trigonometría esférica 
3° O 
tan ~I = Cos e. tanB ( 1 ) 
I
-­cos -e­
/
-€}o • 
~-L_/-___ 
FIGURA 14. Relacionamiento angular de una junta cardánica 
opp.rando en ángulo. 
Diferenciando ( I ) con respecto al tiemro, se tiene 
2 d BI 2'3 d PSec B - ---­ = l 1 dt Sec (. dt Co s -3­
Como d (?; I de 
- ,---­ = w y --­ - ­ -- H 
dt I dt 
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entonces 
Sec 2 ~ \J Cos f}­w = 1 2 Sec [31 
Además tan 2 Cos2~tan2(3(2:>1 = 
2 y Sec @1 = 1 + tan 2 (31 

W Cos -t1 Sec 2 (?.
Se tiene \'1 1 = 2 2~1 + Cos -9- tan \.. 
Con 
H Cos -e­~Jl =--­
2(1 + Cos 2 -B tan @) cos 2 (-b 
\\! Cos -&Finalmente ( 2 
2 --y 21 - S e n l:?S e n -B­
L a a c e 1e r él ció n a n q u 1 él r tX, s e o b t i e n e del a d i fe r 2 n c i a ció " 
de la ecuaci6n ( 2 ) con res oe c t o al tiempo 
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dt 
2 d~ 
- H c o s -& (- Sen%- 2 S e n (3 eo s f? dl:­
Pero y d !3 
~ = 
dt dt 
Entonces 
__ 2t~2Cos -& Sen 2 f) Cos (~ sen(Ó ( 3 ) 
( 1-Sen 2 (6 Sen 2 -e-)2 
la amplitud de la vibración torsional ( A ) resultante de 
una junta cardánica operando en §ngulo, es la máxima dife­
rencia entre p y 
S i (S - (3 1 ::: p, e nton e e s (61 -- P - -B­
tan ( (3 - -& ) ::: eo s -e- tan (2:> 
t an (? - tan -L-::: tan @>eo s -u 
1 + tan Ptan ~ 
__t_a~ (3 ( 1 - eo s -fr- _) _ _ 
tan / 
2 p1 + Cos -e- tan 
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Entonces I es máximo e igual a A, cuando tan %es m§ximo, 
o s ea : 
d tan p ) 22 · \1-Cos -e-)(1 +Cos -e- tan @ )-2 Cos +tan B(1-Cos -9-) 
2 I 
( 1+ Cos --e­ tan 2 ~)d ta n (3) 
2 . 2 
1-Cos -e-- )(l+Cos -e- tan (? )-2 Cos % tan (3 (1-Cos -B-) O 
Cos -e- tan 2 f-> = 1 
tan (;> = + 
el -1 r­(::> = tan l ~ 
En la misma forma se obtiene para PI 
(31 1 = tan­ (Cos -& tan (-'" ) 
y A quedaría 
( 5 ) 
Estas son las ecuaciones del movimiento, velocijad y ace­
leración de una junta cardánica operando en ángulo. 
Otra~ ecuaciones más simples pueden ser obtenidas usando 
las siguientes aproximaciones. 
u TD f.J 
EC 
,. ..., 
bl 
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Si e1 ángu10 -e- es muy pequ02ño y 
( Cos..e- )1/2 ~ 1; Sen2-ft-~ O 
La ecuación 5 ), es una condición especia1 para p = 8_ BL L- 1 ' 
en la cual: 
= (6 = tan -1 [( Cos -& ) 1/2 ](01 l 1111 

-1
(6 = = ta n [( Cos 9- )-1/~1~m 
A = 01m Pm 
tan @ - tan 
m @1m tan A= tan (~ - '3 ) = 
rol t 1in 1 + tan tan~ rn @lm 
1 - Cos-B­tan A = ----.--.--.,-­2 Cos -D-) 1/2 
Como Cos -&-) 1/2 ~ 1 Y tan A <;; A (en radi aíl es ) 
A ~ 1/2 ( 1- Co s -9- ) ( 6 ) 
Esto Duede ser exp r esado en otra forma aproximada el co­
seno del ~ngulo de la junta en serie trigom&trica 
-{).2 -f14 
Cos -& = 1- - - - + --- + . . .. 
2 I 6 ! 
---- -
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Para valores pequ eños de -e- es aproximadamente 
-&2 ~ Cos--e-= 1- = 1 ­
2 ~ 2 
Entonces 1 - Cos --& = 
Resultando otra ~proximación para la ecuación 6): 
-&2A /V-­ con A Y -& en radianes) ( 7 ). 
rv 4 
Un an5lisis aproximado pue de ser aplicado a las ecuaciones 
del movimiento, velocidad y ace1eración 
La ecuación del movimiento es 
= tan -1 ( CA s -e tan (3 ) (61 
p = (3- PI 
-1/J = ta n [ tan @ ( ¡-Cos (6 lJ 
1+ Cos..e- tan 2 rp 
Como 1"1. r-J 1- Co s &­
--- 2 
y para 5ngulos pequeños p~tan ~ (¡J en radianes) 
/J =_ _ _ 2_A_ t-,-a_n {~, 
2 2:l
- 2 A tan (? + r1+ tan PJ 
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D /)2 /'\ SenpCos ¡., = A Sen 2(3 
~ = l\ Sen 2 ~+ 2 A ¡5 Se n 2(3 
C~mo A ~ es muy pequeF.o, se puede ignorar esta cantidad, 
resultanto 
I A Sen 2(? 
Aqu' ~ representa el ángulo de atraso del miemb ro acciona­
do. Para expresar el movimiento del ~iembro accionado co­
mo una onda seno, la onda está en fase con el movi miAnto 
del eje de salida si la oscilación es represen t ad a cerno 
u n a van c e del 111 i e~ b t' o a e c ion ado. Po '(' 1o tan t o, Jf e s s u s t i ­
tl.d do por ~ , el cua 1 ti e ne e1 mi s 111 o val o y' a b s o 1ut o, e x c e p­
to para una fase igual a media l ongitud de onda: 
PI = - A Sen 2 (3 ( 8 ) 
Esto es una onda seno negativa de amplitud A con dos osci­
laciones por revol uciún de (3 . 
En el caso de la velocidad angul a r ecu~ción 2 ), puede 
tambi~n ser expresada por: 
= W + 
dt 
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W 
1 
== W - 2 A CDS 2 ~ l­~ d t 
Como ~ 
dt 
= W , entonces 
W 1 = W - 2 AW Ca s 2 (6 ( 9 ) 
La misMa solución puede ser 
0(1 == oL + 
d l'l1 
dt 
usada para la aceleración 
1Como ~ es 
El máximo 
asumido cero 
di-! 1 
= - - --­
dt 
de tX. 1 será 
( 10 ) 
( 11) 

2 ) admitim os constante el ángulo de laSi en la ecuación 
junta % , la mfnima velocidad del miembro accionado orurre 
1, esto es cuando-& == 90~ , 270~ , etc.cuando Sen 
~~ Ca s -e- ( 12 )- - - --r' ~·- _.Entonces 1-Sen c- -e- Cos %­
y la máxima velocidad ( Sen -e-.= O 
46 
w = w Cos ~
' Ima x . 13 ) 
Cuando se trata de una junta cardánica al final de caja eje. 
_~ t!n­
como se muestra en la Figura 15, 	 las relacion p ~ . 
. _.ucldad d'e salida es tal­tre la valocidad de er:~ada 
" ' 
r 
. ,;] i 1a r . culada en f orma 
FIGURA 15. Junta cardánica dupla. 
Para los ejes 1 y 2, 
= Co s -8-1 
y para los ejes 2 y 3 
tan i~ 3 
tan W2 
= Co s -8­2 
